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Résumé

Dans cet article on établit une version ultradifférentiable du théoréme
de Borel. L’un des ingrédients est une construction basée sur 'utilisation
de produits de convolution qui permet d’obtenir des fonctions infiniment
dérivables dont la croissance des dérivées est controlée. On remarquera
que ce résultat intermédiaire peut étre utilisé pour démontrer une partie
du théoréme de Denjoy-Carleman.
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1 Introduction

Bien que cet article soit indépendant de celui que j’ai écrit précédemment pour
la RMS il concerne une question qui avait été évoquée dans les commentaires
de [Be3]. Le point de départ est encore le théoreme de Borel suivant.

Théoréme 1 ([Bo]) Soit (up),,, une suite de réels. Il existe une fonction f

appartenant & C* (R) telle que, pour tout entier p, on ait u, = f®(0).

Ce théoréme suggere la question suivante : si la suite de réels (up)p>0 vérifie
des «conditions de croissance», peut-on construire une fonction f appartenant
a > (R), vérifiant encore (up) -, = (f® (0))1)20 et dont les dérivées vérifient
des «conditions de croissance» analogues 7 En d’autres termes, on s’intéresse
aux versions ultradifférentiables du théoréme de Borel. (Une classe ultradifféren-
tiable de fonctions est un ensemble de fonctions infiniment dérivables, défini par
une condition de croissance des dérivées ; la définition précise sera donnée au
paragraphe 4.)

Dans cet article on commence par rappeler la démonstration du théoréme 1.
En effet, bien qu’elle soit classique, cela permettra d’expliquer les raffinements
que nous serons amenés a faire pour obtenir une version ultradifférentiable de ce
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théoréme. Ensuite on établit un résultat intermédiaire permettant d’obtenir des
fonctions «en cloche» a dérivées controlées. Enfin, on démontre un théoréme
de Borel «dans le carré de la classe» (le théoréme 3) et on explique briévement
que 'on peut en déduire une réponse compléte, dans le cadre de classes ultrad-
ifférentiables construites sur le modéle de l'intersection des classes de Gevrey.

Bien siir, comme il existe d’autres classes ultradifférentiables, cet article n’a
pas la prétention de traiter ce probléme de fagon exhaustive.

2 Démonstration du théoréme de Borel classique
Si g est une fonction bornée sur R, on pose

19lloc = sup g (£)] -
teR

Pour tout (p,5) € N, on note 0p,; le symbole de Kronecker : 0, ; = 1sip = j,
d0p,; = 0 sinon.

Pour démontrer le théoréme 1 nous allons construire une suite de fonctions
(Xp)p>0, de classe C*° sur R et vérifiant les deux conditions suivantes :

e pour tout (j,p) € N2, on a xi (0) = 4,

e pour tout j € N, la série Zp>0 upxj(f ) est normalement convergente.

Alors nous pourrons conclure en considérant la fonction f = ::23 UpXp-

On consideére la fonction x définie sur R par  (x) = exp (z(%x)) siz €]0,1]

et £ (z) = 0 sinon. On vérifie facilement que cette fonction est de classe C*° sur
R et que, pour tout j appartenant & N, on a

k9 (0) = k9 (1) = 0. (1)

(A cause de la forme de son graphe, on dit souvent que x est une fonction «en
cloche».) Maintenant, on consideére la fonction

Jo o m(t)dt
[Tk (t)dt ;
c’est une fonction de classe C*° sur R, positive, nulle sur R_ et égale & 1 sur
[1,+o00[. D’apres (1), on a
Vj e N, p (0) = 0.
Enfin la fonction ¢ : x +— 1 — p(|z]) est de classe C™ sur R et vérifie

e pour tout entier 7, ) (0) = &y ;,
e o = 0 sur le complémentaire de U'intervalle [—1, 1].

Soit ()\p)pZO une suite de réels appartenant a [1, +oo[ qui sera choisie plus
loin. Pour tout p € N, on note Y, la fonction définie par

Xp () = %@ (Apit) .
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Si (j,p) € N2, alors, d’aprés la formule de Leibniz, pour tout z € R, on a

J

) ARVIRD) P It
Xy (z) = Z (l))\pﬁﬂ (pr)m (2)
l=max(0,j—p)

et donc ‘
X§) (0) = 6.5
Soit (j,p) € N2 avec 1 < pet 0<j <p—1. Daprés (2), pour tout = € R,

on a .
J .
() () = ABIRONS )
Si |Apx| > 1, alors

Sinon, on a

| p—i J_ /-
el < o [ (5) % O

. P—J , . )
Or A\, >1letp—j>1donc (i) < i D’autre part > 7_, G)m <
L) —v <2,
On a donc

. 2r—1
L5 L

‘oo Ap i<p—1

Sion choisit A\g = 1 et, pour tout p € N*, A, = max {1,4” |up| sup; <, Hgo(l)Hoo},
on a

Vp e N*,¥j € {0,..,p — 1},(

uPXI(?j)HOO < 9~ (P+1)

Alors, pour tout j € N, la série szo upXp est normalement convergente.
Ainsi, en utilisant le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonc-
tions, on peut affirmer que la série de fonctions szo upXp converge et que sa
somme, c¢’est-a-dire la fonction

+oo
f= Zupoa 3)
p=0
est de classe C°°. De plus, pour tout entier j, on a
. “+o0 ) +oo
FO ) =D upx’ (0) = D uydy (0) = uy,
p=0 p=0

ce qui termine la démonstration.
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Remarque 1 Dans cette démonstration on constate que pour majorer H Xl(jj ) H
[e.o]

deux choses importantes interviennent : les dérivées de la fonction ¢ et la taille
— i1

du support de la fonction z +— ¢ (A,z) (& cause du terme #ﬁl)! de (2)).

Nous allons raffiner cette démonstration en construisant des fonctions ayant de

«petits supports» dont les dérivées ont une croissance controlée.

3 Fonctions ultradifférentiables «en cloche»

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme 2. Il permet d’obtenir
des fonctions susceptibles de jouer le role de k, la fonction «en cloche» du
paragraphe 2 et dont la croissance des dérivées est controlée. Sa démonstration
repose sur une construction utilisant des produits de convolution. On donne
ici tous les détails de cette construction ; il s’agit d’'une méthode attribuée a
H.E. Bray et que 'on trouve exposée dans les livres de S. Mandelbrot et de L.
Hormander ([Ma] et [Hd]).

Définition 1 Soit f une fonction continue par morceaux sur R, on appelle
support de f ladhérence de Pensemble des réels x tels que f () # 0. Ainsi,

Supp (f) ={z € R, f(z) #0}.

On dit que la fonction f est & support compact lorsque Supp (f) est un compact
de R. Cela signifie que la fonction f est nulle en dehors d’un segment. On note
CMj (R), Pensemble des fonctions continues par morceaux sur R, a support
compact.

Notation 1 Pour tout o > 0, on pose H, = éX]O,a[' La fonction H, est

continue par morceaux sur R et elle vérifie fj—;; H, (z)dz = 1. Cest bien sir
une fonction a support compact. (Ici xjo,o désigne la fonction caractéristique
de lintervalle ]0, a].)

Définition 2 Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux dont 'une
au moins est a support compact, on peut poser, pour tout =z € R,

+oo
fro@=[ fOga-ta. ()
On définit ainsi nouvelle fonction, f * g, appelée le produit de convolution de f

par g. Cette fonction est définie sur R.

Propriété 1 Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux dont l'une
au moins est G support compact, alors f+xg=gx* f.

Démonstration. Il suffit d’effectuer le changement de variable n = x — ¢ dans
l'intégrale de (4). m
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Propriété 2 Si les deux fonctions f et g appartiennent & C My (R), alors

Supp (f *g) C Supp (f) + Supp (g) -

Démonstration. Si fx*g (zg) # 0, alors il existe t € R tel que f () g (zg — t) #
0. En d’autres termes il existe t € {z € R, f (z) # 0} telque zo—t € {x € R, g (z) # 0}
et donc

70 € {z€R, f(2) £0} +{w €R, g(x) £0}.
Ainsi
{zeR, frg(z)#0} C{zeR, f(z)#0}+{z eR, g(z) #0}.

Or{z eR, f(x) #0}+{x € R, g(z) # 0} est fermé puisque c¢’est la somme de
deux compacts. On en déduit que

Supp (f * g) C Supp (f) + Supp (g) -

Propriété 3 Si f,g et h sont trois fonctions continues par morceaux dont au
moins deuz sont & support compact, alors (f xg) * h = f % (g+h). On notera
cette fonction simplement f * g * h.

Démonstration. Soit x un réel, on a

+oo

wwmwmm:/ (f % 9) (B) R (x — 1) dt

— 00

/:O </:°f(u)g(tu)du>h(xt)dt
:/:O (/:og(t—u)h(:n—t)dt>f(u)du.

Si on pose v =t — u, on obtient

+o0 +oo
/ g(t—u)h(sc—t)dt:/ gw)h(z—u—v)dv=gxh(x—u)

et donc
+oo
<UwHM@=1 £ ) (g% h) (@ —u) du = (f * (g b)) ().

Corollaire 1 Si les deux fonctions f et g appartiennent o CMy (R), alors

/zof*g(x)dx (/jf@)m) (/:)Og(x)d:c).
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Démonstration. Si on prend h = 1, alors la fonction g * h est constante et
vaut fj::g (t)dt. Donc la fonction f * (g*h) est elle aussi constante et elle

T ([T ([T

En calculant (f % g) * h, on obtient qu'une autre expression de cette constante

est
+oo
/ f*g(t)dt.

— 00

Notation 2 Si 6 est une fonction définie sur R, pour tous o, a’ € R, on note
T + 0 la fonction définie par

VeeR, 7 - 0(z) =0 (x — )
et (To — 7o) - 6 la fonction définie par
Ve € R, (Tq — Tar) -0 (2) =T - 0 (2) — 7o - 0 ().

On notera 7.7 'action de 7, suivie de celle de 7, on a donc 74.7o/ = Tata’-
Enfin on pourra noter 1 Popérateur 7. Ainsi, on a

(1—74)-0=0—71,-0.

Lemme 1 Soitl un entier naturel et soit a > 0. Si v est une fonction de classe
C' sur R, alors la fonction v+ Hy = H,, v est de classe C*t1. De plus, on a

(v* Hy) = (Hy xv) = é(l—’]’a)'@. (5)

Démonstration. Pour tout z € R, on a

v*Ha(a;):/_:ov(x—t)Ha(t)dt:i/oav(a:—t)dt:;/:av(n)dn.

(On a posé n =z —t.) La fonction v x H, est donc dérivable sur R et, de plus,

VxER,(v*Ha)’(:c):W: (;(1Ta).v> ().

La fonction (v * Ha)' est donc de classe C! sur R, ce qui prouve que la fonction
v+ H est de classe C' sur R. m

Lemme 2 Soient a >0 et o/ > 0. Si v est une fonction continue sur R, alors
la fonction 7o - (Hy % v) est de classe C* sur R et on a

(o - (Har %)) = ai (Ta (1 = 7ar) - 0).
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Démonstration. D’aprés le lemme 1, la fonction H, * v est de classe C' sur
R. Ensuite, il est clair que la fonction 7, - (Ha * v) est aussi de classe C* sur R
et que

(T - (Hor * v))/ = Ta'((Ha/ * v)') =T, (1/ (1—7o)- v> = %(Ta. (1 —=74) v).

(0%
]

Notation 3 Dans toute la suite du paragraphe 3, (a;),~, désigne une suite

décroissante de réels strictement positifs telle que Zj:g a; = a < 4+oo. Pour
tout entier k£, on pose
up = Hgy % ... x Hg, . (6)

Alors, d’aprés la propriété 2, pour tout entier &, on a
Supp (ur) C [0,a0 + ... + ax] C [0,q].

Lemme 3 La fonction Hy, * H,, est une fonction continue telle que

1

”Hao * Hll1||oo < —. (7)
ao
Démonstration. Pour tout z € R, on a
(Ho, x H )(:t)*i/m H,, (n)d *iil(x)
ao a T 0 s ao \17) &N = a0 a1

ou I (z) deésigne la longueur de [0,a9] N [z — a1,z]. La fonction Hg, * H,, est
donc définie par les formules explicites suivantes :

Siz<0ousiz>ag+ar, (Hey * Hyy) () =0.

Si0<az<ay, (Hy* Hy,) (7)) = L L.

al agp
Sia; <z <ap, (Hyy * He, ) (z) = %% (x—(x—ay)) = a%%al = %
Siag <z < aptar, (He, x Hyy) () = a—lli (ap— (x —ay)) = a%% (ao + a1 — ).

1l s’agit bien d’une fonction continue sur R vérifiant la condition (7). m

Lemme 4 Pour tout couple d’entiers (j,k) vérifiant j <k —1, on a

1
j
Démonstration. On fait une récurrence sur k. D’aprés le lemme 3 avec
(aj,a;+1) & la place de (ag,a1), le résultat est vrai si & = j + 1. Ensuite,
on termine la récurrence en remarquant que, pour tout réel x, on a

+oo
(Ha, *...x Hyp ) (z) = / (Ha, * ... % Hq, ) (x — t) Hq,,, (t)dt

— 00
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et donc

“+o0
|(Ha, * ... ¥ Hay ) (2)] < ||Ha, % .. % Ho || H,, ., (t)dt

soit

|(Haj * ...k H

Ak+1

) (m)| < HHaj * ...k HakH

oo’

Lemme 5 Soit k € N*, alors la fonction uy, est de classe C*~1. De plus, pour
tout entier j tel que 1 < j<k—1, on a

; 1 1
ul(j) _ ;7 (1 _ Tao) (1 _ Tajfl) . (Haj * ...k Hak) (8)
0 Gj—1
et
) 2J
[, < o2 ©

oo ao.“aj’

Démonstration. Précisons que dans ce lemme uy est la fonction définie par
légalité (6). D’autre part, dans le membre de droite de (8), la fonction

(1= 7ag) . (1= 7a;_,) - (Ha, * ... x H,)
est la fonction obtenue en faisant agir successivement les opérateurs 1 —7,,_,,

1 =T, gy ey L= Tag. Ainsi (1 —74,) ... (1 = 74,_,) est une combinaison linéaire
d’opérateurs de translation et la formule (8) peut aussi s’écrire

11 J l
ud) = —..— 1+ (-1) > Tas, oty | “Ha, %% Hg, . (10)
=1

apg  aj—1
/ (i1,evit) EN',
0<ii<...<;<j—1

Soit k € N*. La fonction H,, * H,, est continue donc I’application répétée du
lemme 1 assure que la fonction uy est de classe C*~1. De plus, on a

1
up = — (1 —74) - Hay * ... x Hy,
ap

ce qui démontre la formule (10), au rang j = 1. Soit j € N*, avec j < k — 2, on
suppose que la formule est vraie au rang j. Alors, en utilisant les lemmes 1 et
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2,0n a

Gep_ 1 1 (1
Uy = ap aj (aj (1= 7a,) - Haypy # oo Ha,

11 < 1
+ —... Z (—1)" Z Taiy totay | — (1= 74,) - Hay,y %
J

apg Qi1
= (i1evit) ENL,
0<iy <...<i;<j—1

11 j+1
l
= 1—|—Z(—1) Z Tai, +ota, | Hajoy % oo % Ho,
0 1=1 (i1,--mrit)ENL,
0<i1<...<;<j
1 1
=—..— (1 =74) . (1 = 7a;) - Hay,, * ... % Hq,.
ap Gy

Ce qui démontre la formule (10), au rang j + 1. _
Enfin, comme le membre de droite de (10) contient 14+ _7_; () = 27 termes,
I'inégalité (9) découle du lemme 4. m

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoréme principal de ce para-

graphe.

Théoréme 2 Soit (a;);~, une suite décroissante de réels strictement positifs
telle que B

+o00

Z a; = a < 400.

i=0
Alors, il existe une fonction u de classe C*° sur R, positive, dont le support est
inclus dans [0, a], d’intégrale égale o 1, telle que

2k
ao...ak'

Yk € N, sup |u® (x)‘ < (11)

z€R
Démonstration. Pour tout entier k£, on considére la fonction wuy définie par
I'égalité (6). On rappelle que si k > 2, alors uy, est de classe C*.
Si p et ¢ sont des entiers vérifiant 2 < p < ¢, on a

llug = uplloe = llup * ¥pg — upll o »
en posant v, , = H,,,, *...* Hy, . D’apres le corollaire 1, fjoooo Yp.q (t)dt =1,
donc oo
(< g = ) () = [ (1 = ) =y ) 0 (1)

et, comme 1), , est une fonction positive, on a

—+oo

l(ug —up) (@) < sup  |up (z — 1) —up () Vp,q (£) di
teSupp(Yp,q) —o0



10 Pascal BEAUGENDRE

soit
[(ug —up) ()] < sup  |uy (z = 1) —uy (2)].
teSupp(Pp,q)
D’apres la propriété 2, le support de 9, 4 est inclus dans [0, apy1 + ... + agl.
Donc I'inégalité des accroissements finis donne

|(ug — up) (2)] < HU;HOO (apy1+ ...+ aq)

ce qui implique, en utilisant (9),
Ug — U Api1+ ... +ag).
q Pllco apay p+1 q

Comme apy1 + ... + a4 est un reste de Cauchy de la suite des sommes partielles
de la série convergente ). a;, on en déduit que la suite de fonctions (ux),~o
vérifie le critére de Cauchy pour .||, la norme de la convergence uniforme.
Donc la suite (u),~, converge uniformément vers une fonction continue que
Pon note u et qui vérifie, bien évidemment, Supp (u) C [0,a]. D’autre part,
d’apres le corollaire 1, fj;o ug (x) dz = 1, pour tout k£ > 2. On en déduit que

fjoo u(z)dr = 1.

oo
Si k > 3, le lemme 5 assure que la fonction uy est au moins de classe C? et

que uy, = % (1= 7Tay) - (Hay * ... Hy, ). Alors, si3<p<g,ona
1 2
e = vl = | g5 (1= 70) - (g = )| < o llog = vyl

en posant vy = Hy, * ... % Hy, , pour tout k£ > 3. La suite (vi),~4 est de Cauchy
puisque du méme acabit que (ux),~, ; on en déduit que la suite (u},), ., est de
Cauchy (pour la norme |||, ). Il s’ensuit que la fonction u est de classe C* sur
R.
On démontre de la méme maniére que, pour tout entier j, la suite (u,(f )) .
02> J+2

vérifie le critére de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme. On en
déduit que la fonction u est de classe C*° sur R.
Enfin l'inégalité (11) résulte immeédiatement de (9). m

4 Le théoréme de Borel dans le carré d’une classe

Dans ce paragraphe, on définit les classes ultradifférentiables. Ensuite on dé-
montre un théoréme de Borel avec perte de régularité. La démonstration s’inspire
des travaux de H.-J. Petzsche qui a démontré des théorémes de ce type, dans
un contexte légérement différent. (Voir [Pe].)

Définition 3 Soit (Mp)p>0 une suite de réels strictement positifs avec My = 1.

On pose mg = 1 et, pour tout p € N*, m,, = ML”I On dit que la suite (Mp)p>0
pP— =

est logarithmiquement convexe lorsque la suite (mp)pZO est croissante.



Pascal BEAUGENDRE 11

Définition 4 Soit (M,),., une suite logarithmiquement convexe et soit C' €
R*% . On note {CPp!M,} 'ensemble des suites réelles (uy) -, vérifiant
p>

Sup ——— < +00.
pEN Cpp'Mp
On vérifie facilement que 'espace de suites {CPp! M)}, muni de la norme ||. ||{Cpp!Mp}
4 : — [upl
définie par (up)pZOH{CPp!MP} = ilelg TP est un espace de Banach.

Définition 5 Soit (M)), -, une suite logarithmiquement convexe et soit C e

R* . On note {E’I’p!Mp, R} I’ensemble des fonctions de classe C'*° sur R vérifiant

1]
sup ===

= < +o0.
peN CPplM,,

On vérifie facilement que I’espace {CN'pp!Mp, R}, muni de la norme ||. ||{5ppIMp’R}

(p)
définie par ||fH{5pp!Mp’R} = SlelfN) %, est un espace de Banach.
p

On parlera de «la classe {CPp!M,}» ou de «la classe {épp!Mp, R}».

Remarque 2 Si f € {61’p!Mp7R}, alors ||f(p)||Oo < épp!Mp Hf||{5pp!Mp7R},
pour tout p € N. Ainsi la suite (M)
classe.

p>0 mesure le «défaut d’analyticité» de la

Remarque 3 Nous avons supposé que les classes sont définies avec des suites
(Mp)p>0 logarithmiquement convexes, ce qui inclus aussi ’hypotheése My = 1.
C’est assez naturel car cela donne aux espaces de bonnes propriétés. On peut

par exemple vérifier que si f et g appartiennent a {épp!Mp, R}, alors le produit
~\P
fg appartient a {(20) p!Mp,R}.

Pour terminer cette série de définitions nous allons définir la non quasi-
analyticité. C’est une condition liée au théoréme de Denjoy-Carleman dont
I’énoncé est donné au paragraphe 6.

Définition 6 On dit que la suite de réels strictement positifs (Mp)p>0 est non
quasi-analytique lorsque c’est une suite logarithmiquement convexe vérifiant
I'hypothese (Hy,qq) suivante

+oo

Zﬂjﬁl < 400

p=1 P
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c’est-a-dire, en utilisant les notations de la définition 3, lorsque

—+o0

>

p=1

< +o0.
pmyp

Théoréme 3 Soit (Mp)p>o une suite non quasi-analytique et soit C > 0. 1l
existe une constante U > 0 et une application linéaire continue

T :{CPp'M,} — {(CU)" p!M? R}

telles que, pour toute suite u = (up)p>0 appartenant & {CPp!M,}, on ait

Vi € N, (T (u))? (0) = uy.

De plus, la constante U ne dépend que de la suite (Mp)pz()'
Démonstration. On utilise encore les notations de la définition 3. Soit A un
réel strictement positif qui sera fixé ultérieurement. Soit p € N, on considere la
suite (a;);~, définie par

- 1

hpm,,

Vi<p—1,a; =
et
1
h(i4+1)m?,
C’est une suite décroissante de réels strictement positifs. De plus la série de
terme général a; est convergente. Plus précisément, on a

VZZI?’CM:

+oo +oo “+o0
1 1 1 1 1 1 1 A
a; = — + . S 7 + B S 9
; h \ m, ; (i+1)m?,, h\m, m, ; (i +1)miqq hm,,

en posant A =1+ j:f Az/[;\f . On peut donc utiliser le théoréme 2 avec cette

suite (a;);~,- On note u, la fonction obtenue ; elle est de classe C*° sur R,
A

’ hmy,

positive, son support est inclus dans {0 } et son intégrale vaut 1. Pour tout
[<p—1,ona

[ss?], =2 o

et, pour tout [ > p, on a

2
) i+ p L+ (Mg
[ < 2n ey =2 (S

ol ot _ My,
(En effet, o = ( - - et Mpt1..mpp1 = 7. )

p 1
h,pmp) h(p+1)m§+l h(l+1)mlz+1

Soit il
gpp:x»—>1—/ up, (1) dt.

o0
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Cette fonction est de classe C*° sur R et son support est inclus dans {—%, %} .
D P

Pour tout j € N, on a ¢4 (0) = 8o.; et pour tout j € N*, on a “Pz()j) ‘ _
‘ uz(jjfl)Hoo. Comme HQDZ()O)HOO <1, on a donc -
Hsoz(?) < (2hpm,)’ si0<j<p (12)
et . )
|| < @ny omy)? (M;> Zsij>p (13)
Enfin, on considére
Xp @ T cpp(;v')xp

Les fonctions x, ainsi définies vont jouer le méme réle que les fonctions qui
interviennent dans la série (3) du paragraphe 2. Nous allons montrer que, en
choisissant h suffisamment petit, ’application

+oo
T (xp)pzo = Zmep

p=0

convient. Pour cela nous allons estimer ’ Xz(vj ) ‘
oo
Dans les calculs qui suivent on prend la convention suivante : m;y;..m; =1
lorsque [ = j.

Soit (p,7) un couple d’entiers. Comme le support de ¢, est inclus dans

{— hfb , hfl }, en utilisant la formule de Leibniz et les estimations (12) et (13),
P P

on obtient

J ; —j+l
j J\ P
)= sup > <1>@§)(x)@_j~+l)!

z€ [7 hmp hnzp] I=max(0,j—p)

L ()~
myp
< = 7 @@
< > ( l> ( 2
l=max(0,j—p)

’oo (p—37+1)!
. A p—j+l

O]

p

I;max(0,j—p)<I<min(j,p)

limax(p+1,j—p)<I<j

Dans la premiére somme, écrivons

P _ate _§ (D) _ﬂ(pfl) < Iopn

p—d+0! plillp—ji+0! ~plgllp—5+0!  p\ j p!
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ainsi que
L _ ! M My 1 i <
— < =— < — lorsque j <p
mg J miy1...Myp Mp Mp
et )
4 M. M
mI P <mpyq...m; = —= < —L lorsque j > p.
P M, — M,

Dans la seconde, écrivons

pPl! o (p+0)! _j!(p—f—l><j!2p+l

Pllp—7+0! ~ plillp—j+0! p\ p p!
ainsi que
(M M,  M;M, _M?
g—l LY < M U bl R S
mp ( P) i mj Mp MI) B 14
Il vient
A 0M2 J ; 1\’
(J)H < L0 pi-pgA)P T\ gt (= )
pr o = pl M, U l A

l=max(0,j—p)

On peut donc en conclure que, pour tout couple d’entiers (p, j), on a

) ‘ < S (24! 4h+ﬁj
Maintenant, on fixe h = 4AC. Si (up)pzo est une suite appartenant &
{CPp!M,}, alors, pour tout entier j, on a

JIM7 (24T h\’
< CPp! J (2= _
oo ¢ p Mp H(uP)pZOH{CT’p!Mp} p'Mp < h ) h+ A

Xz()j)

ot

c’est-a-dire, avec la valeur de h choisie,

On en déduit que la série ) -, ’

upx )

JIMZ (164 + 4) CY/ (;)p

< o
‘oo < [ ()20 {CPpIM,}

a:pxéj ) Hoo converge et que sa somme vérifie

:i; "UPXI()j) HOO <2 H(up)pzoH{CPP!MP}j!Mj2 (164 +4)C)’ . (14)

Ainsi, en utilisant le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de
fonctions, on peut affirmer que la série de fonctions EpZO upXp converge et que
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o sa somme, est une fonction de classe C°*°. On a donc défini une
p=0 UpXp> ,

application T qui & u = (up) 5, € {CPp!M,} associe la fonction de classe C*

+oo
u) = Z UpXp-
p=0

Alors, pour tout entier j, on a

+oo
(T ()" ( Zupx (0) = > _updy,; (0) = .
p=0
Maintenant, si on pose U = 164 + 4, alors, d’apres I'inégalité (14), on a

e

JEN ]'M2(CU) §2H(up)p20H

{CrpIM,}

Donc la fonction T' (u) appartient a {(CU)” p!M,, R} et elle vérifie
”T(u>||{(CU pIM, R} = 2” Up p>OH

{CrpIM,}

Comme la linéarité de 'application 1" est évidente, on peut conclure que T est
un opérateur linéaire continu de {CPp!M,} dans {(CU)? p!M,,, R} réalisant la
seconde condition du théoréme 3. m

Remarque 4 La fonction T (u) ainsi construite est a support compact.

5 Le théoréme de Borel dans une intersection
de classes

Dans cette partie, on définit une intersection de classes construite sur le modele
de I'intersection des classes de Gevrey. Ensuite on énonce un théoréme de Borel
dans ce contexte et enfin on donne un apercu de sa démonstration. Certains
détails et compléments sont laissés au lecteur sous forme d’exercices et un lemme
un peu technique sera admis.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que ¢ est une fonction convexe crois-
sante sur Ry et nulle en 0. Pour tout a € R* , on définit la suite logarithmique-

ment convexe (Méf,))) en posant :
p=>0

Vp € N, M) = exp (¢ (ap)) .

On peut alors considérer les espaces

= (V) - ) i =)

a>0 a>0
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Ces intersections sont décroissantes puisque, par exemple, a < b implique
{p!Mé;’f)} C {p!le;f)}.

Remarque 5 Certains probléemes d’équations aux dérivées partielles conduisent
a définir les classes de Gevrey. Les intersections de classe I, et I (R) sont
construites sur le modeéle de l'intersection des classes de Gevrey non quasi-
analytiques. (Voir Pexercice suivant.)

Exercice 1 Pour tout a € R, on considére la classe de Gevrey non quasi-
analytique G* (R) = {p!'™® R}. On définit aussi I'espace de suites G* =
{p!“‘a}. Montrer que si ¢ est la fonction définie par ¢ (t) = ¢tIn (1 4 t), alors

Iy = ()G et I, (R) = (G* (R).

a>0 a>0

Exercice 2 Démontrer que la suite (Mé?) est non quasi-analytique pour
p=>0
tout a € R si, et seulement si,

too dt
VaeRL/] — < 4. (15)
1 texp (@)

Indication : on pourra utiliser I'inégalité de Carleman :

V(ai,...,an) € (Ri)n ,

n
1=

1 n
(ar...a;)? < eZai.
i=1

1

Définition 7 On dit que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique
lorsqu’elle vérifie la condition (15).

Exercice 3 Etablir que la condition (15) est équivalente a la condition de crois-
sance suivante pour la fonction ¢ :

9 (1)

t 400 £1n (Int) = Foo

Nous admettrons le lemme suivant.

Lemme 6 [Bel] ou[Be2] Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique
et soit (up)p>0 une suite appartenant a I,. Il existe une fonction i, conveze
croissante sur Ry et nulle en 0 telle que, si on pose MZSW = exp (¢ (p)), pour
tout p € N, alors (MI(,M> est une suite non quasi-analytique vérifiant les

p2>0
conditions suivantes

Va > 0,3C3 (a) > 0,¥p € N, M{*) < Cs (a) M2, (16)

3A > 0,Yp € N, |up| < plAMY). (17)
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Remarque 6 La condition (17) signifie que la suite u appartient a {p!M,&w)}.

Théoréme 4 Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique. Pour
toute suite u appartenant & Iy, il existe une fonction f appartenant a I, (R)
telle que l'on ait

Vi e N, f9(0) = uy.

Démonstration. Soit u une suite appartenant & I;. On applique le lemme
précédent et on pose (Mp)p>0 = (Mz(,w)) = Alors, d’apreés le théoréme 3, il
existe une fonction f € {Upp!Mg,R} telle que

Vi e N, f9(0) = uy.

On conclut en remarquant que cette fonction appartient a ﬂ { p!Méf;), R}. En

a>0
effet, comme la fonction 1 est convexe, pour tout a > 0 et tout p € N, avec les

notations de 'inégalité (16), on a
Ur U
UPM? < UP My, < —— My, < <Sup
A4ép peN V2p

p

) a5 .
]

Exercice 4 Soit ¢ une fonction complétement non quasi-analytique. On mu-
nit l'espace Iy = ﬂ {p!Méﬁ)} = ﬂ {p!Méﬂ,p} de la famille de normes

a>0 neN
<||.{pIM(¢> }> et 'espace Iy (R) = ﬂ {p!Még) R} = ﬂ {p!M(@WR}
27e )/ neN a>0 neN
de la famille de normes (|| {p' NG R}> . Ainsi, on peut considérer que les
T2y’ neN

espaces Iy et I (R) sont des intersections dénombrables d’espaces de Banach.
On vérifie donc facilement que ce sont des espaces de Fréchet. Montrer qu’il n’y
a pas de version linéaire continue du théoréme 4 ; c’est-a-dire qu’il n’existe pas
d’application linéaire continue

LZ]@-—91¢(R)

telle que, pour toute suite de réels u = (uy) appartenant & I, on ait

p>0
¥p € N, (L (u)™ (0) = u,.

Indications. Si on suppose le contraire, la continuité de L s’exprime par
la condition suivante :

pour tout a > 0, il existe deux réels b > 0 et C' > 0 tels que, pour toute suite
u appartenant & Iy, on ait

I @) g ) < © Ml gy - (18)
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(Voir par exemple la proposition 22.6 de [MV].)
Montrer qu’il existe alors (Xm),,>q, une suite d’éléments de I, (R), telle que

YV (m, k) € N2, x!%) (0) = 65

m

et

VYm € N, HXmH{p!M{Sﬁ),R} < W (19)

En particulier, avec a = 1, il existe deuzx constantes by > 0 et C; telles que

sup |Xm (y)| < G
yER, " o m'Méi)n

Montrer qu’il existe aussi deux constantes by et Cy telles que

(m) () — 1‘ < ™ Gy (Qm)lM(¢)

Ve e Ry, Vm €N, !
+ = ml m'lej;gl bim

puis qu’il existe T, > 0 (dépendant de m mais aussi de by, by et Cy) tel que

1
Va € [0, 7], x5 (z) > 5
En déduire que
177 < (7o) < Cy
Sy <7
[ (¢)
2m! m!M, '

puis une contradiction.

Remarque 7 L’exercice précédent met en lumiére I'une des similitudes entre
ces intersections et la classe C™ (R) pour laquelle il n’existe pas de version
linéaire continue du théoréme de Borel. (Voir [Be3].)

Remarque 8 Notons R Papplication de I, (R) dans Iy qui & f associe la suite
( @) (O))j>0. Le théoréme 4 affirme que si la fonction ¢ est complétement non
quasi-analytique, alors 'application R est surjective. On suppose que la classe
I, n’est pas analytique, c’est a-dire que limy—, 4 o @ = 4o00. Alors, en utilisant
le théoreme de I'application ouverte, on peut montrer que la réciproque est vraie.

On a donc une réponse compléte dans ces intersections de classes.

6 Commentaires

La notion de non quasi-analyticité de la définition 6 est liée au théoréme de
Denjoy-Carleman qui peut s’énoncer ainsi :

Théoréme 5 La classe {p!M,,R} contient des fonctions non nulles & support
compact si, et seulement si, la suite (Mp)p>0 est mon quasi-analytique.
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Le théoréme 2 permet de prouver 'une des implications. En effet, si on
suppose que la suite (Mp)p>0 est non quasi-analytique, alors en appliquant le
théoreme 2 a la suite (a;),~, définie par ag =2 et Vi > 1,a, = %, on obtient
une fonction non nulle, a support compact, appartenant a {p!M,, R}. Le lecteur
souhaitant voir une autre démonstration de cette implication peut se reporter
au sujet de l'agrégation interne de 2001. Pour une démonstration compléte du
théoréme de Denjoy-Carleman, on pourra consulter [Ho], [Ma] ou [Ru]. Les
principales propriétés de quasi-analyticité sont expliquées dans [Th].

Le théoréme 3 est un résultat que j’ai démontré en 1997 pour essayer de
répondre & un probléme posé par Jacques Chaumat. Il s’agissait de construire
des classes ultradifférentiables ayant de «bonnes propriétés». Dans le cahier
des charges, on voulait notamment qu’il y ait une version ultradifférentiable
du théoréeme de Borel (le théoréme 4). Par la suite le théoréeme 3 ne fut pas
utilisé car le théoréme 4 est devenu un cas particulier d’une version ultradif-
férentiable du théoréme de Whitney (voir [Bel] ou [Be2]). Dans [Be3], on a
expliqué que le théoréeme de Whitney généralise celui de Borel. Il n’est donc
pas surprenant que ce soit aussi le cas lorsque 'on travaille dans des classes
ultradifférentiables. Toutefois, je me suis rendu compte depuis que, lorsque I'on
dispose d’un théoréme de type Borel, il y a une méthode qui permet, dans tous
les cas connus, de démontrer le théoréme de Whitney correspondant. On peut
notamment démontrer le théoréeme de Whitney classique & partir du théoréme
de Borel classique. Mais c’est une autre histoire.
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