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Résumé

Dans cet article on établit une version ultradi¤érentiable du théorème
de Borel. L�un des ingrédients est une construction basée sur l�utilisation
de produits de convolution qui permet d�obtenir des fonctions in�niment
dérivables dont la croissance des dérivées est contrôlée. On remarquera
que ce résultat intermédiaire peut être utilisé pour démontrer une partie
du théorème de Denjoy-Carleman.

Mots clés : Théorème de Borel, fonctions ultradi¤érentiables, pro-
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1 Introduction

Bien que cet article soit indépendant de celui que j�ai écrit précédemment pour
la RMS il concerne une question qui avait été évoquée dans les commentaires
de [Be3]. Le point de départ est encore le théorème de Borel suivant.

Théorème 1 ([Bo]) Soit (up)p�0 une suite de réels. Il existe une fonction f
appartenant à C1 (R) telle que, pour tout entier p, on ait up = f (p) (0).

Ce théorème suggère la question suivante : si la suite de réels (up)p�0 véri�e
des «conditions de croissance» , peut-on construire une fonction f appartenant
à C1 (R), véri�ant encore (up)p�0 =

�
f (p) (0)

�
p�0 et dont les dérivées véri�ent

des «conditions de croissance» analogues ? En d�autres termes, on s�intéresse
aux versions ultradi¤érentiables du théorème de Borel. (Une classe ultradi¤éren-
tiable de fonctions est un ensemble de fonctions in�niment dérivables, dé�ni par
une condition de croissance des dérivées ; la dé�nition précise sera donnée au
paragraphe 4.)
Dans cet article on commence par rappeler la démonstration du théorème 1.

En e¤et, bien qu�elle soit classique, cela permettra d�expliquer les ra¢ nements
que nous serons amenés à faire pour obtenir une version ultradi¤érentiable de ce
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théorème. Ensuite on établit un résultat intermédiaire permettant d�obtenir des
fonctions «en cloche» à dérivées contrôlées. En�n, on démontre un théorème
de Borel «dans le carré de la classe» (le théorème 3) et on explique brièvement
que l�on peut en déduire une réponse complète, dans le cadre de classes ultrad-
i¤érentiables construites sur le modèle de l�intersection des classes de Gevrey.
Bien sûr, comme il existe d�autres classes ultradi¤érentiables, cet article n�a

pas la prétention de traiter ce problème de façon exhaustive.

2 Démonstration du théorème de Borel classique

Si g est une fonction bornée sur R, on pose

kgk1 = sup
t2R

jg (t)j :

Pour tout (p; j) 2 N2, on note �p;j le symbole de Kronecker : �p;j = 1 si p = j,
�p;j = 0 sinon.

Pour démontrer le théorème 1 nous allons construire une suite de fonctions
(�p)p�0, de classe C

1 sur R et véri�ant les deux conditions suivantes :
� pour tout (j; p) 2 N2, on a �(j)p (0) = �p;j ,
� pour tout j 2 N, la série

P
p�0 up�

(j)
p est normalement convergente.

Alors nous pourrons conclure en considérant la fonction f =
P+1
p=0 up�p.

On considère la fonction � dé�nie sur R par � (x) = exp
�

�1
x(1�x)

�
si x 2 ]0; 1[

et � (x) = 0 sinon. On véri�e facilement que cette fonction est de classe C1 sur
R et que, pour tout j appartenant à N, on a

�(j) (0) = �(j) (1) = 0: (1)

(A cause de la forme de son graphe, on dit souvent que � est une fonction «en
cloche» .) Maintenant, on considère la fonction

� : x 7!
R x
�1 � (t) dtR +1
�1 � (t) dt

;

c�est une fonction de classe C1 sur R, positive, nulle sur R� et égale à 1 sur
[1;+1[. D�après (1), on a

8j 2 N; �(j) (0) = 0:

En�n la fonction ' : x 7! 1� � (jxj) est de classe C1 sur R et véri�e
� pour tout entier j, '(j) (0) = �0;j ,
� ' = 0 sur le complémentaire de l�intervalle [�1; 1].
Soit (�p)p�0 une suite de réels appartenant à [1;+1[ qui sera choisie plus

loin. Pour tout p 2 N, on note �p la fonction dé�nie par

�p (x) =
xp

p!
' (�px) :
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Si (j; p) 2 N2, alors, d�après la formule de Leibniz, pour tout x 2 R, on a

�(j)p (x) =

jX
l=max(0;j�p)

�
j

l

�
�lp'

(l) (�px)
xp�j+l

(p� j + l)! (2)

et donc
�(j)p (0) = �p;j :

Soit (j; p) 2 N2 avec 1 � p et 0 � j � p � 1. D�après (2), pour tout x 2 R,
on a

�(j)p (x) =

jX
l=0

�
j

l

�
�lp'

(l) (�px)
xp�j+l

(p� j + l)! :

Si j�pxj � 1, alors
�(j)p (x) = 0:

Sinon, on a

����(j)p (x)
��� � sup

l�p�1




'(l)



1

�
1

�p

�p�j jX
l=0

�
j

l

�
1

(p� j + l)! :

Or �p � 1 et p � j � 1 donc
�
1
�p

�p�j
� 1

�p
. D�autre part

Pj
l=0

�
j
l

�
1

(p�j+l)! �Pj
l=0

�
j
l

�
= 2j � 2p�1.

On a donc 


�(j)p 


1�2p�1�p
sup
l�p�1




'(l)



1
:

Si on choisit �0 = 1 et, pour tout p 2 N�, �p = max
�
1; 4p jupj supl�p�1



'(l)

1	,
on a

8p 2 N�;8j 2 f0; :::; p� 1g ;



up�(j)p 


1 � 2�(p+1):

Alors, pour tout j 2 N, la série
P
p�0 up�

(j)
p est normalement convergente.

Ainsi, en utilisant le théorème de dérivation terme à terme d�une série de fonc-
tions, on peut a¢ rmer que la série de fonctions

P
p�0 up�p converge et que sa

somme, c�est-à-dire la fonction

f =
+1X
p=0

up�p; (3)

est de classe C1. De plus, pour tout entier j, on a

f (j) (0) =

+1X
p=0

up�
(j)
p (0) =

+1X
p=0

up�p;j (0) = uj ;

ce qui termine la démonstration.
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Remarque 1 Dans cette démonstration on constate que pour majorer



�(j)p 




1
deux choses importantes interviennent : les dérivées de la fonction ' et la taille
du support de la fonction x 7! ' (�px) (à cause du terme xp�j+l

(p�j+l)! de (2)).
Nous allons ra¢ ner cette démonstration en construisant des fonctions ayant de
«petits supports» dont les dérivées ont une croissance contrôlée.

3 Fonctions ultradi¤érentiables «en cloche»

Le résultat principal de ce paragraphe est le théorème 2. Il permet d�obtenir
des fonctions susceptibles de jouer le rôle de �, la fonction «en cloche» du
paragraphe 2 et dont la croissance des dérivées est contrôlée. Sa démonstration
repose sur une construction utilisant des produits de convolution. On donne
ici tous les détails de cette construction ; il s�agit d�une méthode attribuée à
H.E. Bray et que l�on trouve exposée dans les livres de S. Mandelbrot et de L.
Hörmander ([Ma] et [H�o]).

Dé�nition 1 Soit f une fonction continue par morceaux sur R, on appelle
support de f l�adhérence de l�ensemble des réels x tels que f (x) 6= 0. Ainsi,

Supp (f) = fx 2 R, f (x) 6= 0g:

On dit que la fonction f est à support compact lorsque Supp (f) est un compact
de R. Cela signi�e que la fonction f est nulle en dehors d�un segment. On note
CM0 (R), l�ensemble des fonctions continues par morceaux sur R, à support
compact.

Notation 1 Pour tout � > 0, on pose H� = 1
��]0;�[. La fonction H� est

continue par morceaux sur R et elle véri�e
R +1
�1 H� (x) dx = 1. C�est bien sûr

une fonction à support compact. (Ici �]0;�[ désigne la fonction caractéristique
de l�intervalle ]0; �[.)

Dé�nition 2 Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux dont l�une
au moins est à support compact, on peut poser, pour tout x 2 R,

f � g (x) =
Z +1

�1
f (t) g (x� t) dt: (4)

On dé�nit ainsi nouvelle fonction, f � g, appelée le produit de convolution de f
par g. Cette fonction est dé�nie sur R.

Propriété 1 Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux dont l�une
au moins est à support compact, alors f � g = g � f .

Démonstration. Il su¢ t d�e¤ectuer le changement de variable � = x� t dans
l�intégrale de (4).
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Propriété 2 Si les deux fonctions f et g appartiennent à CM0 (R), alors

Supp (f � g) � Supp (f) + Supp (g) :

Démonstration. Si f �g (x0) 6= 0, alors il existe t 2 R tel que f (t) g (x0 � t) 6=
0. En d�autres termes il existe t 2 fx 2 R, f (x) 6= 0g tel que x0�t 2 fx 2 R, g (x) 6= 0g
et donc

x0 2 fx 2 R, f (x) 6= 0g+ fx 2 R, g (x) 6= 0g :
Ainsi

fx 2 R, f � g (x) 6= 0g � fx 2 R, f (x) 6= 0g+ fx 2 R, g (x) 6= 0g :

Or fx 2 R, f (x) 6= 0g+ fx 2 R, g (x) 6= 0g est fermé puisque c�est la somme de
deux compacts. On en déduit que

Supp (f � g) � Supp (f) + Supp (g) :

Propriété 3 Si f; g et h sont trois fonctions continues par morceaux dont au
moins deux sont à support compact, alors (f � g) � h = f � (g � h). On notera
cette fonction simplement f � g � h.

Démonstration. Soit x un réel, on a

((f � g) � h) (x) =
Z +1

�1
(f � g) (t)h (x� t) dt

=

Z +1

�1

�Z +1

�1
f (u) g (t� u) du

�
h (x� t) dt

=

Z +1

�1

�Z +1

�1
g (t� u)h (x� t) dt

�
f (u) du:

Si on pose v = t� u, on obtientZ +1

�1
g (t� u)h (x� t) dt =

Z +1

�1
g (v)h (x� u� v) dv = g � h (x� u)

et donc

((f � g) � h) (x) =
Z +1

�1
f (u) (g � h) (x� u) du = (f � (g � h)) (x) :

Corollaire 1 Si les deux fonctions f et g appartiennent à CM0 (R), alorsZ +1

�1
f � g (x) dx =

�Z +1

�1
f (x) dx

��Z +1

�1
g (x) dx

�
:
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Démonstration. Si on prend h = 1, alors la fonction g � h est constante et
vaut

R +1
�1 g (t) dt. Donc la fonction f � (g � h) est elle aussi constante et elle

vaut �Z +1

�1
f (x) dx

��Z +1

�1
g (x) dx

�
:

En calculant (f � g) � h, on obtient qu�une autre expression de cette constante
est Z +1

�1
f � g (t) dt:

Notation 2 Si � est une fonction dé�nie sur R, pour tous �; �0 2 R+, on note
�� � � la fonction dé�nie par

8x 2 R; �� � � (x) = � (x� �)

et (�� � ��0) � � la fonction dé�nie par

8x 2 R; (�� � ��0) � � (x) = �� � � (x)� ��0 � � (x) :

On notera ��:��0 l�action de ��0 suivie de celle de ��, on a donc ��:��0 = ��+�0 .
En�n on pourra noter 1 l�opérateur �0. Ainsi, on a

(1� ��) � � = � � �� � �:

Lemme 1 Soit l un entier naturel et soit � > 0. Si v est une fonction de classe
Cl sur R, alors la fonction v �H� = H� � v est de classe Cl+1. De plus, on a

(v �H�)
0
= (H� � v)0 =

1

�
(1� ��) � v: (5)

Démonstration. Pour tout x 2 R, on a

v �H� (x) =

Z +1

�1
v (x� t)H� (t) dt =

1

�

Z �

0

v (x� t) dt = 1

�

Z x

x��
v (�) d�:

(On a posé � = x� t.) La fonction v �H� est donc dérivable sur R et, de plus,

8x 2 R; (v �H�)
0
(x) =

v (x)� v (x� �)
�

=

�
1

�
(1� ��) � v

�
(x) :

La fonction (v �H�)
0 est donc de classe Cl sur R, ce qui prouve que la fonction

v �H est de classe Cl+1 sur R.

Lemme 2 Soient � � 0 et �0 > 0. Si v est une fonction continue sur R, alors
la fonction �� � (H�0 � v) est de classe C1 sur R et on a

(�� � (H�0 � v))0 =
1

�0
(��: (1� ��0) � v) :
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Démonstration. D�après le lemme 1, la fonction H�0 � v est de classe C1 sur
R. Ensuite, il est clair que la fonction �� � (H�0 � v) est aussi de classe C1 sur R
et que

(�� � (H�0 � v))0 = ���
�
(H�0 � v)0

�
= ���

�
1

�0
(1� ��0) � v

�
=
1

�0
(��: (1� ��0) � v) :

Notation 3 Dans toute la suite du paragraphe 3, (ai)i�0 désigne une suite
décroissante de réels strictement positifs telle que

P+1
i=0 ai = a < +1. Pour

tout entier k, on pose
uk = Ha0 � ::: �Hak : (6)

Alors, d�après la propriété 2, pour tout entier k, on a

Supp (uk) � [0; a0 + :::+ ak] � [0; a] :

Lemme 3 La fonction Ha0 �Ha1 est une fonction continue telle que

kHa0 �Ha1k1 � 1

a0
. (7)

Démonstration. Pour tout x 2 R, on a

(Ha0 �Ha1) (x) =
1

a1

Z x

x�a1
Ha0 (�) d� =

1

a0

1

a1
l (x)

où l (x) désigne la longueur de [0; a0] \ [x� a1; x]. La fonction Ha0 � Ha1 est
donc dé�nie par les formules explicites suivantes :
Si x � 0 ou si x � a0 + a1, (Ha0 �Ha1) (x) = 0.
Si 0 � x � a1, (Ha0 �Ha1) (x) =

1
a1

1
a0
x.

Si a1 � x � a0, (Ha0 �Ha1) (x) =
1
a1

1
a0
(x� (x� a1)) = 1

a1
1
a0
a1 =

1
a0
.

Si a0 � x � a0+a1, (Ha0 �Ha1) (x) =
1
a1

1
a0
(a0 � (x� a1)) = 1

a1
1
a0
(a0 + a1 � x).

Il s�agit bien d�une fonction continue sur R véri�ant la condition (7).

Lemme 4 Pour tout couple d�entiers (j; k) véri�ant j � k � 1, on a



Haj � ::: �Hak




1 � 1

aj
:

Démonstration. On fait une récurrence sur k. D�après le lemme 3 avec
(aj ; aj+1) à la place de (a0; a1), le résultat est vrai si k = j + 1. Ensuite,
on termine la récurrence en remarquant que, pour tout réel x, on a

�
Haj � ::: �Hak+1

�
(x) =

Z +1

�1

�
Haj � ::: �Hak

�
(x� t)Hak+1 (t) dt
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et donc

���Haj � ::: �Hak+1

�
(x)
�� � 

Haj � ::: �Hak




1

Z +1

�1
Hak+1 (t) dt

soit ���Haj � ::: �Hak+1

�
(x)
�� � 

Haj � ::: �Hak




1 :

Lemme 5 Soit k 2 N�, alors la fonction uk est de classe Ck�1. De plus, pour
tout entier j tel que 1 � j � k � 1, on a

u
(j)
k =

1

a0
:::

1

aj�1
(1� �a0) :::

�
1� �aj�1

�
�
�
Haj � ::: �Hak

�
(8)

et 


u(j)k 


1 � 2j

a0:::aj
: (9)

Démonstration. Précisons que dans ce lemme uk est la fonction dé�nie par
l�égalité (6). D�autre part, dans le membre de droite de (8), la fonction

(1� �a0) :::
�
1� �aj�1

�
�
�
Haj � ::: �Hak

�
est la fonction obtenue en faisant agir successivement les opérateurs 1 � �aj�1 ,
1� �aj�2 , ..., 1� �a0 . Ainsi (1� �a0) :::

�
1� �aj�1

�
est une combinaison linéaire

d�opérateurs de translation et la formule (8) peut aussi s�écrire

u
(j)
k =

1

a0
:::

1

aj�1

26641 + jX
l=1

(�1)l
X

(i1;:::;il)2Nl;
0�i1<:::<il�j�1

�ai1+:::+ail

3775�Haj �:::�Hak : (10)

Soit k 2 N�. La fonction Ha0 �Ha1 est continue donc l�application répétée du
lemme 1 assure que la fonction uk est de classe Ck�1. De plus, on a

u0k =
1

a0
(1� �a0) �Ha1 � ::: �Hak ;

ce qui démontre la formule (10), au rang j = 1. Soit j 2 N�, avec j � k � 2, on
suppose que la formule est vraie au rang j. Alors, en utilisant les lemmes 1 et
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2, on a

u
(j+1)
k =

1

a0
:::

1

aj�1

�
1

aj

�
1� �aj

�
�Haj+1 � ::: �Hak

�

+
1

a0
:::

1

aj�1

jX
l=1

2664(�1)l X
(i1;:::;il)2Nl;

0�i1<:::<il�j�1

�ai1+:::+ail

3775 1

aj

�
1� �aj

�
�Haj+1 � ::: �Hak

=
1

a0
:::
1

aj

26641 + j+1X
l=1

(�1)l
X

(i1;:::;il)2Nl;
0�i1<:::<il�j

�ai1+:::+ail

3775 �Haj+1 � ::: �Hak

=
1

a0
:::
1

aj
(1� �a0) :::

�
1� �aj

�
�Haj+1 � ::: �Hak .

Ce qui démontre la formule (10), au rang j + 1.
En�n, comme le membre de droite de (10) contient 1+

Pj
l=1

�
j
l

�
= 2j termes,

l�inégalité (9) découle du lemme 4.

On peut maintenant énoncer et démontrer le théorème principal de ce para-
graphe.

Théorème 2 Soit (ai)i�0 une suite décroissante de réels strictement positifs
telle que

+1X
i=0

ai = a < +1:

Alors, il existe une fonction u de classe C1 sur R, positive, dont le support est
inclus dans [0; a], d�intégrale égale à 1, telle que

8k 2 N; sup
x2R

���u(k) (x)��� � 2k

a0:::ak
: (11)

Démonstration. Pour tout entier k, on considère la fonction uk dé�nie par
l�égalité (6). On rappelle que si k � 2, alors uk est de classe C1.
Si p et q sont des entiers véri�ant 2 � p < q, on a

kuq � upk1 = kup �  p;q � upk1 ;

en posant  p;q = Hap+1 � ::: �Haq . D�après le corollaire 1,
R +1
�1  p;q (t) dt = 1,

donc

(up �  p;q � up) (x) =
Z +1

�1
(up (x� t)� up (x)) p;q (t) dt

et, comme  p;q est une fonction positive, on a

j(uq � up) (x)j � sup
t2Supp( p;q)

jup (x� t)� up (x)j
Z +1

�1
 p;q (t) dt
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soit
j(uq � up) (x)j � sup

t2Supp( p;q)
jup (x� t)� up (x)j :

D�après la propriété 2, le support de  p;q est inclus dans [0; ap+1 + :::+ aq].
Donc l�inégalité des accroissements �nis donne

j(uq � up) (x)j �


u0p

1 (ap+1 + :::+ aq)

ce qui implique, en utilisant (9),

kuq � upk1 � 2

a0a1
(ap+1 + :::+ aq) :

Comme ap+1 + :::+ aq est un reste de Cauchy de la suite des sommes partielles
de la série convergente

P
i�0 ai, on en déduit que la suite de fonctions (uk)k�2

véri�e le critère de Cauchy pour k:k1, la norme de la convergence uniforme.
Donc la suite (uk)k�0 converge uniformément vers une fonction continue que
l�on note u et qui véri�e, bien évidemment, Supp (u) � [0; a]. D�autre part,
d�après le corollaire 1,

R +1
�1 uk (x) dx = 1, pour tout k � 2. On en déduit queR +1

�1 u (x) dx = 1.
Si k � 3, le lemme 5 assure que la fonction uk est au moins de classe C2 et

que u0k =
1
a0
(1� �a0) � (Ha1 � ::: �Hak). Alors, si 3 � p � q, on a



u0q � u0p

1 =





 1a0 (1� �a0) � (vq � vp)





1
� 2

a0
kvq � vpk1 :

en posant vk = Ha1 � ::: �Hak , pour tout k � 3. La suite (vk)k�3 est de Cauchy
puisque du même acabit que (uk)k�2 ; on en déduit que la suite (u

0
k)k�3 est de

Cauchy (pour la norme k:k1). Il s�ensuit que la fonction u est de classe C1 sur
R.
On démontre de la même manière que, pour tout entier j, la suite

�
u
(j)
k

�
k�j+2

véri�e le critère de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme. On en
déduit que la fonction u est de classe C1 sur R.
En�n l�inégalité (11) résulte immédiatement de (9).

4 Le théorème de Borel dans le carré d�une classe

Dans ce paragraphe, on dé�nit les classes ultradi¤érentiables. Ensuite on dé-
montre un théorème de Borel avec perte de régularité. La démonstration s�inspire
des travaux de H.-J. Petzsche qui a démontré des théorèmes de ce type, dans
un contexte légèrement di¤érent. (Voir [Pe].)

Dé�nition 3 Soit (Mp)p�0 une suite de réels strictement positifs avec M0 = 1.

On pose m0 = 1 et, pour tout p 2 N�, mp =
Mp

Mp�1
. On dit que la suite (Mp)p�0

est logarithmiquement convexe lorsque la suite (mp)p�0 est croissante.
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Dé�nition 4 Soit (Mp)p�0 une suite logarithmiquement convexe et soit C 2
R�+. On note fCpp!Mpg l�ensemble des suites réelles (up)p�0 véri�ant

sup
p2N

jupj
Cpp!Mp

< +1:

On véri�e facilement que l�espace de suites fCpp!Mpg, muni de la norme k:kfCpp!Mpg

dé�nie par



(up)p�0


fCpp!Mpg

= sup
p2N

jupj
Cpp!Mp

, est un espace de Banach.

Dé�nition 5 Soit (Mp)p�0 une suite logarithmiquement convexe et soit
eC 2

R�+. On note
n eCpp!Mp;R

o
l�ensemble des fonctions de classe C1 sur R véri�ant

sup
p2N



f (p)

1eCpp!Mp

< +1:

On véri�e facilement que l�espace
n eCpp!Mp;R

o
, muni de la norme k:kf eCpp!Mp;Rg

dé�nie par kfkf eCpp!Mp;Rg = sup
p2N

kf(p)k1eCpp!Mp
, est un espace de Banach.

On parlera de «la classe fCpp!Mpg» ou de «la classe
n eCpp!Mp;R

o
» .

Remarque 2 Si f 2
n eCpp!Mp;R

o
, alors



f (p)

1 � eCpp!Mp kfkf eCpp!Mp;Rg,
pour tout p 2 N. Ainsi la suite (Mp)p�0 mesure le «défaut d�analyticité» de la
classe.

Remarque 3 Nous avons supposé que les classes sont dé�nies avec des suites
(Mp)p�0 logarithmiquement convexes, ce qui inclus aussi l�hypothèse M0 = 1.
C�est assez naturel car cela donne aux espaces de bonnes propriétés. On peut

par exemple véri�er que si f et g appartiennent à
n eCpp!Mp;R

o
, alors le produit

fg appartient à
n�
2 eC�p p!Mp;R

o
.

Pour terminer cette série de dé�nitions nous allons dé�nir la non quasi-
analyticité. C�est une condition liée au théorème de Denjoy-Carleman dont
l�énoncé est donné au paragraphe 6.

Dé�nition 6 On dit que la suite de réels strictement positifs (Mp)p�0 est non
quasi-analytique lorsque c�est une suite logarithmiquement convexe véri�ant
l�hypothèse (Hnqa) suivante

+1X
p=1

Mp�1
pMp

< +1
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c�est-à-dire, en utilisant les notations de la dé�nition 3, lorsque

+1X
p=1

1

pmp
< +1:

Théorème 3 Soit (Mp)p�0 une suite non quasi-analytique et soit C > 0. Il
existe une constante U > 0 et une application linéaire continue

T : fCpp!Mpg !
�
(CU)

p
p!M2

p ;R
	

telles que, pour toute suite u = (up)p�0 appartenant à fCpp!Mpg, on ait

8j 2 N; (T (u))(j) (0) = uj :

De plus, la constante U ne dépend que de la suite (Mp)p�0.

Démonstration. On utilise encore les notations de la dé�nition 3. Soit h un
réel strictement positif qui sera �xé ultérieurement. Soit p 2 N, on considère la
suite (ai)i�0 dé�nie par

8i � p� 1; ai =
1

hpmp

et
8i � p; ai =

1

h (i+ 1)m2
i+1

:

C�est une suite décroissante de réels strictement positifs. De plus la série de
terme général ai est convergente. Plus précisément, on a

+1X
i=0

ai =
1

h

0@ 1

mp
+
+1X
i=p

1

(i+ 1)m2
i+1

1A � 1

h

0@ 1

mp
+

1

mp

+1X
i=p

1

(i+ 1)mi+1

1A � A

hmp
;

en posant A = 1 +
P+1
i=1

Mi�1
iMi

. On peut donc utiliser le théorème 2 avec cette
suite (ai)i�0. On note up la fonction obtenue ; elle est de classe C

1 sur R,

positive, son support est inclus dans
h
0; A

hmp

i
et son intégrale vaut 1. Pour tout

l � p� 1, on a 


u(l)p 


1 � 2l (hpmp)
l+1

et, pour tout l � p, on a


u(l)p 


 � 2lhl+1 (pmp)
p (l + 1)!

p!

�
Ml+1

Mp

�2
:

(En e¤et, 2l

a0:::al
= 2l�

1
hpmp

�p
1

h(p+1)m2
p+1

::: 1

h(l+1)m2
l+1

et mp+1:::ml+1 =
Ml+1

Mp
.)

Soit

'p : x 7! 1�
Z jxj

�1
up (t) dt:
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Cette fonction est de classe C1 sur R et son support est inclus dans
h
� A
hmp

; A
hmp

i
.

Pour tout j 2 N, on a '(j)p (0) = �0;j et pour tout j 2 N�, on a



'(j)p 




1
=


u(j�1)p





1
. Comme




'(0)p 



1
� 1, on a donc


'(j)p 


1 � (2hpmp)

j si 0 � j � p (12)

et 


'(j)p 


1 � (2h)j (pmp)
p

�
Mj

Mp

�2
j!

p!
si j > p: (13)

En�n, on considère

�p : x 7!
'p(x)x

p

p!
:

Les fonctions �p ainsi dé�nies vont jouer le même rôle que les fonctions qui
interviennent dans la série (3) du paragraphe 2. Nous allons montrer que, en
choisissant h su¢ samment petit, l�application

T : (xp)p�0 7!
+1X
p=0

xp�p

convient. Pour cela nous allons estimer



�(j)p 




1
.

Dans les calculs qui suivent on prend la convention suivante : ml+1:::mj = 1
lorsque l = j.
Soit (p; j) un couple d�entiers. Comme le support de 'p est inclus dansh

� A
hmp

; A
hmp

i
, en utilisant la formule de Leibniz et les estimations (12) et (13),

on obtient


�(j)p 


1 = sup
x2
h
� A
hmp

; A
hmp

i
������

jX
l=max(0;j�p)

�
j

l

�
'(l)p (x)

xp�j+l

(p� j + l)!

������
�

jX
l=max(0;j�p)

�
j

l

�


'(l)p 


1
�

A
hmp

�p�j+l
(p� j + l)!

�
X

l;max(0;j�p)�l�min(j;p)

�
j

l

�
(2hpmp)

l

�
A
hmp

�p�j+l
(p� j + l)!

+
X

l;max(p+1;j�p)�l�j

�
j

l

�
(2h)l(pmp)

p

�
Ml

Mp

�2
l!

p!

�
A
hmp

�p�j+l
(p� j + l)! :

Dans la première somme, écrivons

pl

(p� j + l)! =
j!

p!

plp!

j!(p� j + l)! �
j!

p!

(p+ l)!

j!(p� j + l)! =
j!

p!

�
p+ l

j

�
� j!

p!
2p+l
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ainsi que
1

mp�j
p

� 1

mj+1 : : :mp
=
Mj

Mp
�
M2
j

Mp
lorsque j � p

et

mj�p
p � mp+1 : : :mj =

Mj

Mp
�
M2
j

Mp
lorsque j > p:

Dans la seconde, écrivons

ppl!

p!(p� j + l)! �
j!

p!

(p+ l)!

j!(p� j + l)! =
j!

p!

�
p+ l

p

�
� j!

p!
2p+l

ainsi que

mj�l
p

�
Ml

Mp

�2
�Mlml+1 : : :mj

Ml

Mp
=
MjMl

Mp
�
M2
j

Mp
:

Il vient 


�(j)p 


1 � j!

p!

M2
j

Mp
hj�p(2A)p

jX
l=max(0;j�p)

�
j

l

�
4l
�
1

A

�j�l
:

On peut donc en conclure que, pour tout couple d�entiers (p; j), on a




�(j)p 


1 �
j!M2

j

p!Mp

�
2A

h

�p�
4h+

h

A

�j
:

Maintenant, on �xe h = 4AC. Si (up)p�0 est une suite appartenant à
fCpp!Mpg, alors, pour tout entier j, on a


up�(j)p 


1 � Cpp!Mp




(up)p�0


fCpp!Mpg

j!M2
j

p!Mp

�
2A

h

�p�
4h+

h

A

�j
c�est-à-dire, avec la valeur de h choisie,


up�(j)p 


1 �




(up)p�0


fCpp!Mpg
j!M2

j ((16A+ 4)C)
j

�
1

2

�p
:

On en déduit que la série
P
p�0




xp�(j)p 



1
converge et que sa somme véri�e

+1X
p=0




up�(j)p 


1 � 2



(up)p�0


fCpp!Mpg

j!M2
j ((16A+ 4)C)

j
: (14)

Ainsi, en utilisant le théorème de dérivation terme à terme d�une série de
fonctions, on peut a¢ rmer que la série de fonctions

P
p�0 up�p converge et que
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P+1
p=0 up�p, sa somme, est une fonction de classe C

1. On a donc dé�ni une
application T qui à u = (up)p�0 2 fCpp!Mpg associe la fonction de classe C1

T (u) =
+1X
p=0

up�p:

Alors, pour tout entier j, on a

(T (u))
(j)
(0) =

+1X
p=0

up�
(j)
p (0) =

+1X
p=0

up�p;j (0) = uj :

Maintenant, si on pose U = 16A+ 4, alors, d�après l�inégalité (14), on a

sup
j2N




(T (u))(j)



1

j!M2
j (CU)

j
� 2




(up)p�0


fCpp!Mpg
:

Donc la fonction T (u) appartient à f(CU)p p!Mp;Rg et elle véri�e

kT (u)kf(CU)pp!Mp;Rg � 2



(up)p�0


fCpp!Mpg

:

Comme la linéarité de l�application T est évidente, on peut conclure que T est
un opérateur linéaire continu de fCpp!Mpg dans f(CU)p p!Mp;Rg réalisant la
seconde condition du théorème 3.

Remarque 4 La fonction T (u) ainsi construite est à support compact.

5 Le théorème de Borel dans une intersection
de classes

Dans cette partie, on dé�nit une intersection de classes construite sur le modèle
de l�intersection des classes de Gevrey. Ensuite on énonce un théorème de Borel
dans ce contexte et en�n on donne un aperçu de sa démonstration. Certains
détails et compléments sont laissés au lecteur sous forme d�exercices et un lemme
un peu technique sera admis.
Dans tout ce paragraphe, on suppose que � est une fonction convexe crois-

sante sur R+ et nulle en 0. Pour tout a 2 R�+, on dé�nit la suite logarithmique-
ment convexe

�
M

(�)
ap

�
p�0

en posant :

8p 2 N;M (�)
ap = exp (� (ap)) :

On peut alors considérer les espaces

I� =
\
a>0

n
p!M (�)

ap

o
et I� (R) =

\
a>0

n
p!M (�)

ap ;R
o
:
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Ces intersections sont décroissantes puisque, par exemple, a � b impliquen
p!M (�)

ap

o
�
n
p!M

(�)
bp

o
:

Remarque 5 Certains problèmes d�équations aux dérivées partielles conduisent
à dé�nir les classes de Gevrey. Les intersections de classe I� et I� (R) sont
construites sur le modèle de l�intersection des classes de Gevrey non quasi-
analytiques. (Voir l�exercice suivant.)

Exercice 1 Pour tout a 2 R�+, on considère la classe de Gevrey non quasi-
analytique Ga (R) =

�
p!1+a;R

	
. On dé�nit aussi l�espace de suites Ga =�

p!1+a
	
. Montrer que si � est la fonction dé�nie par � (t) = t ln (1 + t), alors

I� =
\
a>0

Ga et I� (R) =
\
a>0

Ga (R) :

Exercice 2 Démontrer que la suite
�
M

(�)
ap

�
p�0

est non quasi-analytique pour

tout a 2 R�+ si, et seulement si,

8a 2 R�+;
Z +1

1

dt

t exp
�
�(at)
t

� < +1: (15)

Indication : on pourra utiliser l�inégalité de Carleman :

8 (a1; :::; an) 2
�
R�+
�n
;
nX
i=1

(a1:::ai)
1
i � e

nX
i=1

ai:

Dé�nition 7 On dit que la fonction � est complètement non quasi-analytique
lorsqu�elle véri�e la condition (15).

Exercice 3 Etablir que la condition (15) est équivalente à la condition de crois-
sance suivante pour la fonction � :

lim
t!+1

� (t)

t ln (ln t)
= +1:

Nous admettrons le lemme suivant.

Lemme 6 [Be1] ou [Be2] Soit � une fonction complètement non quasi-analytique
et soit (up)p�0 une suite appartenant à I�. Il existe une fonction  , convexe

croissante sur R+ et nulle en 0 telle que, si on pose M
( )
p = exp ( (p)), pour

tout p 2 N, alors
�
M

( )
p

�
p�0

est une suite non quasi-analytique véri�ant les

conditions suivantes

8a > 0;9C2 (a) > 0;8p 2 N;M ( )
p � C2 (a)M

(�)
ap ; (16)

9A > 0;8p 2 N; jupj � p!AM ( )
p : (17)
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Remarque 6 La condition (17) signi�e que la suite u appartient à
n
p!M

( )
p

o
.

Théorème 4 Soit � une fonction complètement non quasi-analytique. Pour
toute suite u appartenant à I�, il existe une fonction f appartenant à I� (R)
telle que l�on ait

8j 2 N; f (j) (0) = uj :

Démonstration. Soit u une suite appartenant à I�. On applique le lemme

précédent et on pose (Mp)p�0 =
�
M

( )
p

�
p�0
. Alors, d�après le théorème 3, il

existe une fonction f 2
�
Upp!M2

p ;R
	
telle que

8j 2 N; f (j) (0) = uj :

On conclut en remarquant que cette fonction appartient à
\
a>0

n
p!M

(�)
ap ;R

o
. En

e¤et, comme la fonction  est convexe, pour tout a > 0 et tout p 2 N, avec les
notations de l�inégalité (16), on a

UpM2
p � UpM2p �

Up

M2p
M4p �

�
sup
p2N

Up

M2p

�
C2
�
a
4

�
M (�)
ap :

Exercice 4 Soit � une fonction complètement non quasi-analytique. On mu-
nit l�espace I� =

\
a>0

n
p!M

(�)
ap

o
=

\
n2N

n
p!M

(�)
2�np

o
de la famille de normes�

k:kn
p!M

(�)

2�np

o�
n2N

et l�espace I� (R) =
\
a>0

n
p!M

(�)
ap ;R

o
=
\
n2N

n
p!M

(�)
2�np;R

o
de la famille de normes

�
k:kn

p!M
(�)

2�np
;R
o�

n2N
. Ainsi, on peut considérer que les

espaces I� et I� (R) sont des intersections dénombrables d�espaces de Banach.
On véri�e donc facilement que ce sont des espaces de Fréchet. Montrer qu�il n�y
a pas de version linéaire continue du théorème 4 ; c�est-à-dire qu�il n�existe pas
d�application linéaire continue

L : I� ! I� (R)

telle que, pour toute suite de réels u = (up)p�0 appartenant à I�, on ait

8p 2 N; (L (u))(p) (0) = up:

Indications. Si on suppose le contraire, la continuité de L s�exprime par
la condition suivante :
pour tout a > 0, il existe deux réels b > 0 et C � 0 tels que, pour toute suite

u appartenant à I�, on ait

kL (u)kn
p!M

(�)
ap ;R

o � C kukn
p!M

(�)
bp

o : (18)
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(Voir par exemple la proposition 22.6 de [MV ].)
Montrer qu�il existe alors (�m)m�0, une suite d�éléments de I� (R), telle que

8 (m; k) 2 N2; �(k)m (0) = �k;m

et

8m 2 N; k�mknp!M(�)
ap ;R

o � C

m!M
(�)
bm

: (19)

En particulier, avec a = 1, il existe deux constantes b1 > 0 et C1 telles que

sup
y2R+

j�m (y)j �
C1

m!M
(�)
b1m

:

Montrer qu�il existe aussi deux constantes b2 et C2 telles que

8x 2 R+;8m 2 N;
����(m)m (x)� 1

��� � xm

m!

C2

m!M
(�)
b2m

(2m)!M
(�)
b1m

puis qu�il existe �m > 0 (dépendant de m mais aussi de b1; b2 et C2) tel que

8x 2 [0; �m] ; �(m)m (x) � 1

2
:

En déduire que
1

2

�mm
m!

� �m (�m) �
C1

m!M
(�)
b1m

puis une contradiction.

Remarque 7 L�exercice précédent met en lumière l�une des similitudes entre
ces intersections et la classe C1 (R) pour laquelle il n�existe pas de version
linéaire continue du théorème de Borel. (Voir [Be3].)

Remarque 8 Notons R l�application de I� (R) dans I� qui à f associe la suite�
f (j) (0)

�
j�0. Le théorème 4 a¢ rme que si la fonction � est complètement non

quasi-analytique, alors l�application R est surjective. On suppose que la classe
I� n�est pas analytique, c�est à-dire que limt!+1

�(t)
t = +1. Alors, en utilisant

le théorème de l�application ouverte, on peut montrer que la réciproque est vraie.
On a donc une réponse complète dans ces intersections de classes.

6 Commentaires

La notion de non quasi-analyticité de la dé�nition 6 est liée au théorème de
Denjoy-Carleman qui peut s�énoncer ainsi :

Théorème 5 La classe fp!Mp;Rg contient des fonctions non nulles à support
compact si, et seulement si, la suite (Mp)p�0 est non quasi-analytique.
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Le théorème 2 permet de prouver l�une des implications. En e¤et, si on
suppose que la suite (Mp)p�0 est non quasi-analytique, alors en appliquant le
théorème 2 à la suite (ai)i�0 dé�nie par a0 = 2 et 8i � 1; ai = 2

imi
, on obtient

une fonction non nulle, à support compact, appartenant à fp!Mp;Rg. Le lecteur
souhaitant voir une autre démonstration de cette implication peut se reporter
au sujet de l�agrégation interne de 2001. Pour une démonstration complète du
théorème de Denjoy-Carleman, on pourra consulter [H�o], [Ma] ou [Ru]. Les
principales propriétés de quasi-analyticité sont expliquées dans [Th].
Le théorème 3 est un résultat que j�ai démontré en 1997 pour essayer de

répondre à un problème posé par Jacques Chaumat. Il s�agissait de construire
des classes ultradi¤érentiables ayant de «bonnes propriétés» . Dans le cahier
des charges, on voulait notamment qu�il y ait une version ultradi¤érentiable
du théorème de Borel (le théorème 4). Par la suite le théorème 3 ne fut pas
utilisé car le théorème 4 est devenu un cas particulier d�une version ultradif-
férentiable du théorème de Whitney (voir [Be1] ou [Be2]). Dans [Be3], on a
expliqué que le théorème de Whitney généralise celui de Borel. Il n�est donc
pas surprenant que ce soit aussi le cas lorsque l�on travaille dans des classes
ultradi¤érentiables. Toutefois, je me suis rendu compte depuis que, lorsque l�on
dispose d�un théorème de type Borel, il y a une méthode qui permet, dans tous
les cas connus, de démontrer le théorème de Whitney correspondant. On peut
notamment démontrer le théorème de Whitney classique à partir du théorème
de Borel classique. Mais c�est une autre histoire.
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